Démonstrations :

Existencede? :

k est premier avec ?(n) donc d aprés Bezout on a:
?? etatdsque k*? +a*?(n) = 1.
Et donc k*? =1 mod [?(n)].

Preuvedec’ =mmod[n] :

¢ = mf mod [n] => n divise c-n.
or ¢ - m? = (c- m) * (€ + 72k + 23  + ..+t CD),
On en déduit que n divise ¢’-m"?.

Petit Théoréme de Fermat :
p premier => P = m mod [p].
=>pdivisen’ - m.

k*? =1 mod [(p-1)*(g-1)] donc il exise un entier atel que :
k*? - 1=a*(p-1)*(g-1).

m? - m=nr (Mt -1)
=m* (ma*(p-l)*(crl) ~1)
= e (P D — 2)* (@ @D D 4 @ @2 (D) 4y )
= (P — My (M@ @DD* (D 4 @ @D (D) 4y ),

Donc, d apres le petit théoréme de Fermat :
pdivisen? - m

De méme q divise m? - m et donc n aussi.
On conclue que, commec’ - m= (¢’ - m"?) + (M"? - m) dors:
ndivisec’ -m et donc

¢’ =mmod [n].

Cequ'il fdlat démontrer.



Petit Théoreme de Fermat :

D’ gorésle petit théoréme de Fermat on a:
S p est premier dors, pour tout entier m on peut dire que m’=m mod [p].

Preuve : Par récurrence sur m:
Pour m=0 ¢ est évident (auss pour m=1) : 0=0 mod [p].
Supposons la propriété vraie pour m et montrons la pour m+1 :
(m+1)°=?i=0_p (C'p.m)=1+p* Q+nP
Car C', est divisible par p, pour O<i<p,
(par décomposition en facteurs premiers
dans C',=p!/(i!* (p-i)!) on ap en hat, or i<p et p-i<p)
Et d gpres I” hypothése de récurrence : nf'=m mod [p]
Or 1=1 mod [p] et (p* Q)°=p* Q=0 mod [p]
Et en sommant, nP+p* Q+1=m+1 mod [p].
D’ ol (m+1)P=(m+1) mod [p].
Et le théoreme est démontré,

?(P*g)="?(p)* ?(q) avecp et g premiers :

?(n) est le nombres d entiers premiers avec n et plus petits que n.

Dénombrons le complémentaire :
p,2*p,3*p,4*p, ..., (-D)*p,gq*p nesont paspremiers avec p*q.
Demémeq, 2*q, 3*q, ..., (p-D)*q cequi fait au tota p+g-1 nombres.

Donc ?(p*a)=p*g-p-a+1=(p-1)* (o 1)= 2(p)* (q)
car ?(p)=p-1 puisque p est premier.

Théoreme de Bezout :

D’ aprés le théoreme de Bezout on a:
aet b sont premiersentreeux &5 il exise u et v entiers tel's que & u+b*v=1.

Preuve : & Z + b*Z est un sous groupe additif de Z :
__honvide.

_indusdansZ.
_ stable par + et opposé.
Deplusil et non réduit a{0} doncil exisedtd que:

a/ +b*/Z =d*Z et d=pgcd(ab)
car tout sous-groupe additif G de Z, {0} peut s écriren* Z.

preuve : soit n le plus petit dément >0 de G.
par doubleincluson:

nZ?G
_dileigeg? (G-n+Z).
dorsg ? Jk*n; (k+1)*n[ ot k? Z.
donc g-k*n? G or g-k* n<n; contradiction.
DoncG=n*Z.
Ici d=1 donc tout dément de Z , et afortiori 1, peut S écrire a* u+b*v.



